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１　引言和主要结果
本文中使用亚纯函数的 Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ理论的标准
记号，具体细节参看文献 ［１－３］．对复平面Ｃ上的亚纯
函数ｆ（ｚ），用ρ（ｆ），μ（ｆ），ρ２（ｆ）分别表示亚纯函数
ｆ（ｚ）的级、下级、超级．为了行文的需要，还需要回顾
如下定义．
定义１　集合Ｅ［０，＋∞），则 Ｅ 的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ
线性测度为ｍ（Ｅ）＝∫Ｅｄｔ，集合Ｆ  ［１，＋∞），则Ｆ
的对数测度为ｍｌ（Ｆ）＝∫Ｆｄｔｔ．集合Ｅ ［０，＋∞）的
上密度和下密度定义如下：
ｄｅｎｓ（Ｅ）＝ｌｉｍ　ｓｕｐ
ｒ→∞
ｍ　Ｅ ∩ ［０，ｒ］（ ）
ｒ
，
ｄｅｎｓ（Ｅ）＝ｌｉｍ　ｉｎｆ
ｒ→∞
ｍ　Ｅ ∩ ［０，ｒ］（ ）
ｒ ．
集合Ｆ［１，＋∞）的上对数密度和下对数密度
定义如下：
ｌｏｇｄｅｎｓ（Ｆ）＝ｌｉｍ　ｓｕｐ
ｒ→∞
ｍｌ Ｆ ∩ ［１，ｒ］（ ）
ｌｏｇ　ｒ
，
ｌｏｇｄｅｎｓ（Ｆ）＝ｌｉｍ　ｉｎｆ
ｒ→∞
ｍｌ Ｆ ∩ ［１，ｒ］（ ）
ｌｏｇ　ｒ
．
定义２　设ｆ（ｚ）为有穷正级整函数，Ｓ（α，β）＝
｛ｚ：α＜ａｒｇ　ｚ＜β｝，其中α，β 为满足０＜β－α＜２π的
实数．如果对任意θ∈（α，β）有
ｌｉｍ
ｒ→∞
ｌｏｇ（ｌｏｇ｜ｆ（ｒｅｉθ）｜）
ｌｏｇ　ｒ
＝ρ（ｆ），
则称ｆ（ｚ）在角域Ｓ（α，β）内以指数形式趋于无穷．如
果对任意θ∈（α，β）有
ｌｉｍ
ｒ→∞
ｌｏｇ（ｌｏｇ｜ｆ（ｒｅｉθ）｜－１）
ｌｏｇ　ｒ
＝ρ（ｆ），
则称ｆ（ｚ）在角域Ｓ（α，β）内以指数形式趋于零．
另外，还需要下面的定义．
定义３　 设ｆ（ｚ）＝∑
∞
ｎ＝０
ａｎｚλｎ 是整函数，当ｎ→
∞ 时，
λｎ
ｎ → ∞
，则称ｆ（ｚ）是Ｆａｂｒｙ缺项级数．
本文中主要研究线性微分方程
ｆ（ｋ）＋Ａｋ－１（ｚ）ｆ（ｋ－１）＋…＋Ａ１（ｚ）ｆ′＋
　Ａ０（ｚ）ｆ＝０ （１）
解的增长性问题，其中Ａｊ（ｚ）是整函数，ｊ＝０，１，…，
ｋ－１．从回顾两个典型的结果开始．
定理１［４］　设Ａｊ（ｚ）是整函数，ｊ＝０，１，…，ｋ－
１，若 ｍａｘ｛ρ（Ａｊ）：ｊ≠０｝＜ρ（Ａ０），则方程 （１）的任意
非平凡解是无穷级．
定理２［５］　设Ａｊ（ｚ）是整函数，ｊ＝０，１，…，ｋ－
１，若 存 在 一 个 ｓ∈ ｛０，１，２，…，ｋ －１｝，使 得
ｍａｘ｛ρ（Ａｊ）：ｊ≠ｓ｝＜ρ（Ａｓ）≤
１
２
，则方程 （１）的任意
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非平凡解是无穷级．
对于定理１和定理２，方程 （１）解的增长性遗留
的主要问题是：若主导系数为Ａｓ（ｚ）且ρ（Ａｓ）＞
１
２
，ｓ
∈｛１，２，…，ｋ－１｝，定理２的结论在通常情况下不成
立，例如对二阶的情形，方程ｆ″＋ｅ－ｚｆ′＋（－ｎ２）ｆ＝０
的任意非平凡解为有穷级．因此，一个自然的问题是方
程 （１）的主导系数Ａｓ满足ρ（Ａｓ）＞
１
２
时，其他系数需
要附加什么条件才能使方程 （１）的任意非平凡解是
无穷级呢？国内外很多学者关注了这个问题，并且获
得了很多结果［６－１０］．Ｃｈｅｎ等［６］估计了方程 （１）无穷级
解的超级．
定理３［６］　设Ａｊ（ｚ）是整函数，ｊ＝０，１，…，ｋ－
１，若 ｍａｘ｛ρ（Ａｊ）：ｊ≠０｝＜ρ（Ａ０）＜＋∞，则方程 （１）
的任意非平凡解ｆ 满足ρ２（ｆ）＝ρ（Ａ０）．
定理４［６］　设Ａｊ（ｚ）是整函数，ｊ＝０，１，…，ｋ－
１，若存在ｓ∈｛０，１，…，ｋ－１｝，使得 ｍａｘ｛ρ（Ａｊ）：ｊ≠
ｓ｝＜ρ（Ａｓ）＜
１
２
，则方程 （１）的任意非平凡解ｆ 满足
ρ２（ｆ）＝ρ（Ａｓ）．
最近Ｌｏｎｇ［１１］研究了方程
ｆ″＋Ａ（ｚ）ｆ′＋Ｂ（ｚ）ｆ＝０ （２）
解的增长性，其中Ａ（ｚ）和Ｂ（ｚ）是整函数，得到下面
的结果．
定理５［１１］　设Ａ（ｚ）是方程
ｆ″＋Ｐ（ｚ）ｆ＝０ （３）
的非平凡解，其中Ｐ（ｚ）＝ａｎｚｎ＋ａｎ－１ｚｎ－１＋…＋ａ０，
ａｎ≠０，ｎ 是非负整数，Ｂ（ｚ）是Ｆａｂｒｙ缺项级数，使得
ρ（Ｂ）≠ρ（Ａ），则方程 （２）的任意非平凡解是无穷级．
本文研究了方程 （１）解的增长性，获得了更为广
泛的结果．
定理６　设Ａｊ（ｚ）是整函数，ｊ＝０，１，…，ｋ－１，
若存在ｓ∈｛１，２，…，ｋ－１｝，使得 Ａｓ（ｚ）是方程 （３）
的非平凡解，Ａ０（ｚ）是Ｆａｂｒｙ缺项级数且ρ（Ａ０）≠
ρ（Ａｓ），ｍａｘ｛ρ（Ａｊ）：ｊ≠０，ｓ｝＜ρ（Ａ０），其中 Ｐ（ｚ）＝
ａｎｚｎ＋ａｎ－１ｚｎ－１＋…＋ａ０，ａｎ≠０，则方程 （１）的任意
超越解是无穷级．
注１　定理６的结论要求解为超越的，我们不知
道超越解的条件是否可以去掉，其原因主要是在证明
过程中使用了引理４．
为了叙述下面的结果，需要使用杨－极值不等式函
数及相关的定义．在亚纯函数的 Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ理论中，
亏值和Ｂｏｒｅｌ方向是非常重要的概念，Ｙａｎｇ［３］获得了
两者之间的关系，被称为杨－张不等式，Ｙａｎｇ［１２］利用定
义４推广了杨－张不等式．
定义４［１２］　设ｆ 是Ｃ上满足０＜μ（ｆ）＜∞的亚
纯函数，若对任意的ε＞０ 和任意的复数ａ∈Ｃ∪
｛∞｝，有
ｌｉｍ　ｓｕｐ
ｒ→∞
ｌｏｇ　ｎ（Ｓ（θ－ε，θ＋ε，ｒ），ａ，ｆ）／ｌｏｇｒ≥
　μ（ｆ），
至多除去两个例外值，则从原点出发的半直线ａｒｇ　ｚ＝
θ∈［０，２π）叫做ｆ 的级≥μ（ｆ）的Ｂｏｒｅｌ方向，其中
ｎ（Ｓ（θ－ε，θ＋ε，ｒ），ａ，ｆ）是ｆ－ａ在角域Ｓ（θ－ε，
θ＋ε，ｒ）＝｛ｚ：θ－ε＜ａｒｇｚ＜θ＋ε，｜ｚ｜＜ｒ｝内的零
点个数，重级零点按重数计算．
定理７［１２］　设ｆ 是Ｃ上满足０＜μ（ｆ）＜∞整函
数，ｑ（＜∞）是ｆ 的级≥μ（ｆ）的Ｂｏｒｅｌ方向条数，ｐ
是ｆ 的有穷亏值总数，则ｐ≤
ｑ
２．
定义５　设ｆ 是 Ｃ上满足０＜μ（ｆ）＜∞的整函
数，ｑ（＜∞）是ｆ 的级≥μ（ｆ）的Ｂｏｒｅｌ方向条数，ｐ
是ｆ 的有穷亏值总数，若ｐ＝
ｑ
２
，则ｆ 称为杨－极值不
等式函数．
Ｗｕ［１３］研究了杨－极值不等式函数，并获得了这类
函数的很多性质，具体参看下面的引理８．
下面的两个结果都涉及到杨－极值不等式函数．
定理８［１１］　设 Ａ（ｚ）是杨 －极值不等式函数，
Ｂ（ｚ）是Ｆａｂｒｙ缺项级数，则方程 （２）的任意非平凡
解是无穷级．
定理９［１４］　设Ａｊ（ｚ）是整函数，ｊ＝０，１，…，ｋ－
１，若存在ｓ∈｛１，２，…，ｋ－１｝，使得Ａｓ（ｚ）是杨 －极值
不等 式 函 数，Ａ０ （ｚ）满 足 ρ（Ａ０）≠ρ（Ａｓ），
ｍａｘ｛ρ（Ａｊ）：ｊ≠０，ｓ｝＜ρ（Ａ０），则方程 （１）的任意非
平凡解满足ρ２（ｆ）≥ρ（Ａ０）．
下面的结果涉及具有有穷 Ｂｏｒｅｌ例外值的整
函数．
定理１０［１１］　设Ａ（ｚ）是具有有穷的 Ｂｏｒｅｌ例外
值的整函数，Ｂ（ｚ）是Ｆａｂｒｙ缺项级数，则方程 （２）的
任意非平凡解是无穷级．
结合前面几个结果，关于方程 （１）解的增长性，
得到了下面的结果．
定理１１　设Ａｊ（ｚ）是整函数，ｊ＝０，１，…，ｋ－１，
若存在ｓ∈｛１，２，…，ｋ－１｝，使得Ａｓ（ｚ）是杨 －极值不
等 式 函 数，Ａ０ （ｚ） 是 Ｆａｂｒｙ 缺 项 级 数，且
ｍａｘ｛ρ（Ａｊ）：ｊ≠０，ｓ｝＜ρ（Ａ０），则方程 （１）的任意非
平凡解满足ρ２（ｆ）≥ρ（Ａ０）．
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注２　相比定理９的条件，定理１１包含了情形
ρ（Ａ０）＝ρ（Ａｓ），因此定理１１获得了更为广泛的结果．
定理１２　设Ａｊ（ｚ）是整函数，ｊ＝０，１，…，ｋ－１，
若存在ｓ∈｛１，２，…，ｋ－１｝，使得 Ａｓ（ｚ）为有穷的
Ｂｏｒｅｌ例 外 值，Ａ０ （ｚ） 是 Ｆａｂｒｙ 缺 项 级 数，且
ｍａｘ｛ρ（Ａｊ）：ｊ≠０，ｓ｝＜ρ（Ａ０），则方程 （１）的任意非
平凡解满足ρ２（ｆ）≥ρ（Ａ０）．
２　引　理
引理１［１５］　设ｆ 是级为有穷的超越亚纯函数，对
任意给定的常数ε＞０，及满足ｋ＞ｊ≥０的 两个整数
ｋ，ｊ，下列结论成立．
（ｉ）存在对数测度有穷的集合Ｅ（１，＋∞），使
得对任意满足｜ｚ｜Ｅ 的ｚ 有
｜
ｆ（ｋ）（ｚ）
ｆ（ｊ）（ｚ）
｜≤｜ｚ｜（ｋ－ｊ）（ρ（ｆ）－１＋ε）；
（ｉ）存在线性测度有穷的集合Ｆ（１，＋∞），使
得对所有满足｜ｚ｜Ｆ 的ｚ 有
｜
ｆ（ｋ）（ｚ）
ｆ（ｊ）（ｚ）
｜≤｜ｚ｜（ｋ－ｊ）（ρ（ｆ）＋ε）．
若ｆ 是一般的亚纯函数，则有如下的对数导数
估计．
引理２［１５］　设ｆ（ｚ）是超越亚纯函数，α（＞１）是
常数，对任意给定的ε＞０，存在对数测度有穷的集合
Ｅ１［１，＋∞）和常数Ｂ＞０，Ｂ 依赖于α 和整数ｍ，
ｎ，０≤ｍ＜ｎ，使得对于任意满足｜ｚ｜＝ｒ［０，１］∪Ｅ１
的ｚ 有：
｜
ｆ（ｎ）（ｚ）
ｆ（ｍ）（ｚ）
｜≤Ｂ（Ｔ（αｒ，ｆ）ｒ ｌｏｇαｒ·
　ｌｏｇ　Ｔ（αｒ，ｆ））ｎ－ｍ．
引理３［１６］　设ｆ（ｚ）为方程 （３）的一个非平凡
解，其中Ｐ（ｚ）＝ａｎｚｎ＋ａｎ－１ｚｎ－１＋…＋ａ０，ａｎ≠０．令
θｊ＝
２ｊπ－ａｒｇ　ａｎ
ｎ＋２
，Ｓｊ＝｛ｚ：θｊ ＜ａｒｇ　ｚ＜θｊ＋１｝，
　ｊ＝０，１，…，ｎ＋１，θｎ＋２＝θ０＋２π．
则ｆ（ｚ）具有下列性质：
（ｉ）在每个角域Ｓｊ内，ｆ 要么以指数形式趋于无
穷，要么以指数形式趋于零；
（ｉ）若ｆ 在角域Ｓｊ内以指数形式趋于零，则ｆ
在角域Ｓｊ－１和角域Ｓｊ＋１（若ｊ＝ｎ＋１则Ｓｊ＋１＝Ｓ０）
内都以指数形式趋于无穷．然而，ｆ 可以在任意相邻的
角域内以指数形式趋于无穷；
（ｉｉ）若在角域Ｓｊ内ｆ 以指数形式趋于零，那么
在角域Ｓｊ－１∪Ｓｊ∪Ｓｊ＋１的任意闭子集中，ｆ 至多具有
有穷多个零点；
（ｉｖ）若在相邻角域Ｓｊ和Ｓｊ－１内ｆ 都以指数形式
趋于无穷，那么对任意给定的ε＞０，在角域 ｛ｚ：θｊ－
ε＜ａｒｇｚ＜θｊ＋ε｝内ｆ 具有无穷多个零点，且当ｒ→
∞时，有
ｎ（Ω（θｊ－ε，θｊ＋ε，ｒ），０，ｆ）＝
　（１＋ｏ（１））
２ ｜ａｎ槡 ｜
（ｎ＋２）π
ｒ
ｎ＋２
２ ，
其中，ｎ（Ω（θｊ－ε，θｊ＋ε，ｒ），０，ｆ）表示 ｆ 在角域
Ω（θｊ－ε，θｊ＋ε，ｒ）＝｛θ－ε＜ａｒｇ　ｚ＜θ＋ε，｜ｚ｜＜ｒ｝内
的零点个数，重级零点按其重数计算．
引理４［１７］　设Ａｊ（ｚ）和Ａ０（ｚ）（０）是整函数，
ｊ＝１，２，…，ｋ－１，对任意的实常数α，β，δ，θ１，θ２，α＞
０，β＞０，δ＞０，θ１＜θ２及正整数ｋ≥２，ｋδ＜１，方程 （１）
的系数满足：在珚Ｓ（θ１，θ２）＝｛ｚ：θ１≤ａｒｇ　ｚ≤θ２｝中，当
ｚ→∞时，存在ｓ∈｛１，２，…，ｋ－１｝，有
｜Ａｓ（ｚ）｜≥ｅｘｐ｛（１＋δ）α｜ｚ｜β｝，
对所有的ｊ∈ ｛０，１，…，ｓ－１，ｓ＋１，…，ｋ－１｝，有
｜Ａｊ（ｚ）｜≤ｅｘｐ｛δα｜ｚ｜β｝．
令ε＞０是任意小的常数，珚Ｓ（θ１＋ε，θ２－ε）＝｛ｚ：θ１＋
ε≤ａｒｇ　ｚ≤θ２－ε｝．若ｆ 是方程 （１）的级为ρ（ｆ）（＜
∞）的超越解，则下列结论成立：
（ｉ）存在常数ｊ∈｛０，１，…，ｓ－１｝及复常数ｂｊ（≠
０），使得ｚ∈珚Ｓ（θ１＋ε，θ２－ε）且 当ｚ→∞时，有
ｆ（ｊ）（ｚ）→ｂｊ，更精确地，对ｚ∈珚Ｓ（θ１＋ε，θ２－ε）及充
分大的｜ｚ｜，
｜ｆ（ｊ）（ｚ）－ｂｊ｜≤ｅｘｐ｛－（１－ｋδ）α｜ｚ｜β｝；
（ｉ）对任意ｍ≥ｊ＋１的整数，在珚Ｓ（θ１＋３ε，θ２－
３ε）中，当ｚ→∞时，有
｜ｆ（ｍ）（ｚ）｜≤ｅｘｐ｛－（１－ｋδ）α｜ｚ｜β｝．
引理５［１１］　 设ｆ（ｚ）＝∑
∞
ｎ＝０
ａｎｚｎ 是有穷正级的
Ｆａｂｒｙ缺项级数，ｇ 为有穷正级的整函数，则对任意给
定的ε∈（０，ζ），其中ζ＝ｍｉｎ｛１，ρ（ｇ）｝，存在 一个上
对数密度大于等于η 的集合Ｆ （１，＋∞），η∈ （０，
１）是一个常数，使得对所有满足｜ｚ｜＝ｒ∈Ｆ 的ｚ有
ｌｏｇ　Ｌ（ｒ，ｆ）＞ （１－ε）ｌｏｇ　Ｍ（ｒ，ｆ），
ｌｏｇ　Ｍ（ｒ，ｇ）＞ｒρ（ｇ）－ε，
其中，Ｌ（ｒ，ｆ）＝ ｍｉｎ
｜ｚ｜＝ｒ
｜ｆ（ｚ）｜，Ｍ（ｒ，ｆ）＝ ｍａｘ
｜ｚ｜＝ｒ
｜ｆ（ｚ）｜．
引理６［１１］　设ｆ（ｚ）是具有有穷的Ｂｏｒｅｌ例外值
ｃ的有穷级整函数，则ｆ（ｚ）＝ｈ（ｚ）ｅ　Ｑ（ｚ）＋ｃ，其中
ｈ（ｚ）是整函数且ρ（ｈ）＜ρ（ｆ），Ｑ（ｚ）是多项式且
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ｄｅｇ（Ｑ）＝ρ（ｆ）．
引理７［１８］　令Ｐ（ｚ）＝ｂｎｚｎ＋ｂｎ－１ｚｎ－１＋…＋ｂ０，
ｎ 是正整数且ｂｎ＝αｎｅｉθｎ，αｎ＞０，θｎ∈［０，２π），对任意
给定的ε∈（０，
π
４ｎ
），引入２ｎ 个角域，
Ｓｊ＝｛ｚ：－θｎ ＋（２ｊ－１）
π
２ｎ＋ε＜ａｒｇ　ｚ＜
　－
θｎ
ｎ ＋
（２ｊ＋１）
π
２ｎ－ε
｝，ｊ＝０，１，…，２ｎ－１，
则存在一个正数Ｒ＝Ｒ（ε）＞１，使得当ｚ∈Ｓｊ，ｊ＝０，
２，…，２ｎ－２，对所有满足｜ｚ｜＝ｒ＞Ｒ 的ｚ 有
Ｒｅ｛Ｐ（ｚ）｝＞αｎ（１－ε）ｓｉｎ（ｎε）ｒｎ．
当ｚ∈Ｓｊ，ｊ＝１，３，…，２ｎ－１，对所有满足｜ｚ｜＝
ｒ＞Ｒ 的ｚ 有
Ｒｅ｛Ｐ（ｚ）｝＜－αｎ（１－ε）ｓｉｎ（ｎε）ｒｎ．
下面回顾杨 －极值不等式函数的性质，设ｆ 是杨
－极值不等式函数，ａｒｇ　ｚ＝θｋ是ｆ 的级 ≥μ（ｆ）的ｑ
条Ｂｏｒｅｌ方向，ｋ＝１，２，…，ｑ，０≤θ１＜θ２＜…＜θｑ＜
θｑ＋１＝θ１＋２π．
引理８［１３］　设Ａ（ｚ）是杨－极值不等式函数，则
（ｉ）μ（Ａ）＝ρ（Ａ）；
（ｉ）对每个亏值ａｉ，ｉ＝１，２，…，
ｑ
２
，存在相应的
两条Ｂｏｒｅｌ方向θｋｉ和θｋｉ＋１，使得对任意的ε＞０，当ｚ
∈Ｓ（θｋｉ＋ε，θｋｉ＋１－ε，ｒ，∞）＝｛ｚ：θｋｉ＋ε＜ａｒｇ　ｚ＜
θｋｉ＋１－ε，ｒ＜｜ｚ｜＜∞｝时，有
ｌｏｇ
１
｜Ａ（ｚ）－ａｉ｜＞
　Ｃ（θｋｉ，θｋｉ＋１，ε，δ（ａｉ，Ａ））Ｔ（｜ｚ｜，Ａ），
Ｃ（θｋｉ，θｋｉ＋１，ε，δ（ａｉ，Ａ））是依赖于 θｋｉ，θｋｉ＋１，ε 和
δ（ａｉ，Ａ）的正常数．
引理９［１４］　设Ａ（ｚ）是杨 －极值不等式函数，若存
在ａｒｇ　ｚ＝θ∈（θｊ，θｊ＋１），１≤ｊ≤ｑ，使得
ｌｉｍ　ｓｕｐ
ｒ→∞
ｌｏｇ（ｌｏｇ｜Ａ（ｒｅｉθ）｜）
ｌｏｇ　ｒ
＝ρ（Ａ），
则θｊ＋１－θｊ＝
π
ρ（Ａ）
．
３　定理的证明
定理６的证明　根据定理的条件，如果ρ（Ａｓ）＜
ρ（Ａ０），则结论由定理１得证．故假设ρ（Ａｓ）＞ρ（Ａ０），
使用反证法，假设方程 （１）存在一个有穷级超越解
ｆ．令
θｊ＝
２ｊπ－ａｒｇ　ａｎ
ｎ＋２
，Ｓｊ＝｛ｚ：θｊ ＜ａｒｇ　ｚ＜θｊ＋１｝，
　ｊ＝０，１，…，ｎ＋１，θｎ＋２＝θ０＋２π．
应用引理３，分两种情况：
情形１．假设Ａｓ（ｚ）在每个角域Ｓｊ都以指数形式
趋于无穷，ｊ＝０，１，…，ｎ＋１．令ｂ＝ｍａｘ｛ρ（Ａｊ）：ｊ≠０，
ｓ｝．由假设及文献［２］知，对任意的θ∈（θｊ，θｊ＋１），有
ｌｉｍ
ｒ→∞
ｌｏｇ（ｌｏｇ｜Ａｓ（ｒｅｉθ）｜）
ｌｏｇ　ｒ
＝ρ（Ａｓ）＝
ｎ＋２
２
，
则对任意给定的实常数ε，η，δ，α，其中α＞０，ε∈（０，
ｍｉｎ π
４ρ（Ａｓ）
， π
６ｎ＋１２｛ ｝），η∈ （０，ρ
（Ａｓ）－ρ（Ａ０）
４ ），
δ＞０，ｋδ＜１及充分大的｜ｚ｜有
｜Ａｓ（ｚ）｜≥ｅｘｐ （１＋δ）α·｜ｚ｜
ｎ＋２
２ －η｛ ｝， （４）
｜Ａ０（ｚ）｜≤ｅｘｐ｛｜ｚ｜ρ（Ａ０）＋η｝≤
　ｅｘｐ｛｜ｚ｜ρ（Ａｓ）－２η｝≤ｅｘｐδα·｜ｚ｜
ｎ＋２
２ －η｛ ｝，（５）
｜Ａｊ（ｚ）｜≤ｅｘｐ｛｜ｚ｜ｂ＋η｝≤ｅｘｐ｛｜ｚ｜ρ（Ａｓ）－２η｝≤
　ｅｘｐδα·｜ｚ｜
ｎ＋２
２ －η｛ ｝，ｊ≠０，ｓ． （６）
因此在角域Ｓｊ中，ｊ＝０，１，…，ｎ＋１，当ｚ→ ∞ 时，式
（４）～ （６）成立．应用引理４，在角域Ｓｊ（ε）＝｛ｚ：θｊ＋
ε＜ａｒｇ　ｚ＜θｊ＋１－ε｝中，存在ｉ∈｛１，２，…，ｓ－１｝和
ｂｉ ≠０，当ｚ→ ∞ 时，有
｜ｆ（ｉ）（ｚ）－ｂｉ｜≤ｅｘｐ－（１－ｋδ）α·｜ｚ｜
ｎ＋２
２ －η｛ ｝．
在Ｓｊ（３ε）＝｛ｚ：θｊ＋３ε＜ａｒｇ　ｚ＜θｊ＋１－３ε｝中，
对任意正整数ｍ≥ｓ＋１，当ｚ→∞时，有
｜ｆ（ｍ）（ｚ）｜≤ｅｘｐ－（１－ｋδ）α·｜ｚ｜
ｎ＋２
２ －η｛ ｝．
利用 Ｐｈｒａｇｍéｎ－ｌｉｎｄｅｌｆ定理得｜ｆ（ｓ）（ｚ）｜在整
个复平面有界．由Ｌｉｏｕｖｉｌｅ′ｓ定理知，ｆ 在整个复平面
是一个多项式，这与ｆ 是方程 （１）的超越解矛盾．故
结论得证．
情形２．若在ｎ＋２个角域中至少存在一个角域，
使得Ａｓ（ｚ）以指数形式趋于零．不妨设Ａｓ（ｚ）在Ｓｊ０
＝｛ｚ：θｊ０＜ａｒｇ　ｚ＜θｊ０＋１｝以指数形式趋于零，０≤ｊ０≤
ｎ＋１．则对任意的θ∈（θｊ０，θｊ０＋１），有
ｌｉｍ
ｒ→∞
ｌｏｇ　ｌｏｇ
１
｜Ａｓ（ｒｅｉθ）｜（ ）
ｌｏｇ　ｒ
＝
ｎ＋２
２
． （７）
应用引理５，对任意给定的ε∈（０，ρ（Ａ０）－ｂ４ ），
则存在上对数密度大于零的集合 Ｅ１（１，＋∞），使
得对所有满足｜ｚ｜＝ｒ∈Ｅ１的ｚ 有：
｜Ａ０（ｚ）｜＞ｅｘｐ｛ｒρ（Ａ０）－ε｝． （８）
又因 ｍａｘ｛ρ（Ａｊ）：ｊ≠０，ｓ｝＝ｂ＜ρ（Ａ０）知，存在
Ｒ１＞０，当ｒ＞Ｒ１时，有
｜Ａｊ（ｚ）｜＜ｅｘｐ｛ｒｂ＋ε｝，ｊ≠０，ｓ． （９）
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应用引理１，存在对数测度有穷的集合Ｅ２（１，
＋∞），使得对所有满足｜ｚ｜＝ｒ Ｅ２∪［０，１］（ ）的
ｚ 有
ｆ（ｊ）（ｚ）
ｆ（ｚ） ≤
｜ｚ｜２ｋρ（ｆ），ｊ＝１，２，…，ｋ－１．（１０）
因此，存在序列ｚｎ＝ｒｎｅｉθ，其中ｒｎ∈Ｅ１∩（Ｒ１，
＋∞）－ Ｅ２∪［０，１］（ ），θ∈（θｊ０，θｊ０＋１），ｌｉｍｎ→∞ｒｎ＝∞
，使
得式（７）～（１０）成立．联立式（７）～（１０）及式（１），有
ｅｘｐ｛ｒｎρ（Ａ０）－ε｝＜｜Ａ０（ｒｎｅｉθ）｜≤
　
ｆ（ｋ）（ｒｎｅｉθ）
ｆ（ｒｎｅｉθ）
＋ Ａｋ－１（ｒｎｅｉθ）
　
ｆ（ｋ－１）（ｒｎｅｉθ）
ｆ（ｒｎｅｉθ）
＋…＋ Ａ１（ｒｎｅｉθ）
　
ｆ′（ｒｎｅｉθ）
ｆ（ｒｎｅｉθ）
≤Ｃ　ｒｎ２ｋρ（ｆ）ｅｘｐ｛ｒｂ＋εｎ ｝
　（１＋ｏ（１））．
当ｎ 充分大时，由ε 的任意性知上式与ｂ＜
ρ（Ａ０）矛盾．故方程 （１）的任意超越解是无穷级．
定理１１的证明　设ｆ 是方程 （１）的任一非平凡
解．因 ｍａｘ｛ρ（Ａｊ）：ｊ≠０，ｓ｝＝ｂ＜ρ（Ａ０），存在Ｒ２＞
１，当ｒ＞Ｒ２时，有式（９）成立．由Ａ０（ｚ）是Ｆａｂｒｙ缺
项级数，对任意给定的ε∈（０，ρ（Ａ０）－ｂ４ ），存在上对
数密度大于零的集合Ｅ３  （１，＋∞），使得对所有满
足｜ｚ｜＝ｒ∈Ｅ３的ｚ 有式（８）成立．
应用引理２，存在对数测度有穷的集合Ｅ４  （１，
＋∞），使得对所有满足｜ｚ｜＝ｒＥ４∪［０，１］的ｚ有
ｆ（ｊ）（ｚ）
ｆ（ｚ） ≤
ＢＴ（２ｒ，ｆ）２ｋ，ｊ＝１，２，…，ｋ－１．
假设ａｉ是Ａｓ（ｚ）的ｐ 个有穷亏值，ｉ＝１，２，…，
ｐ，ａｒｇ　ｚ＝θｊ是Ａｓ（ｚ）的２ｐ 条ρ（Ａｓ）级Ｂｏｒｅｌ方向，
ｊ＝１，２，…，２ｐ，于是有２ｐ 个角域Ｓｊ＝｛ｚ：θｊ＜ａｒｇ　ｚ
＜θｊ＋１｝．Ａｓ（ｚ）满足下列性质：在每个Ｓｊ内，要么存
在某个ａｉ，使得对ｚ∈Ｓ（θｊ＋ε，θｊ＋１－ε，ｒ，∞），有
ｌｏｇ
１
｜Ａｓ（ｚ）－ａｉ｜＞
　Ｃ（θｊ，θｊ＋１，ε，δ（ａｉ，Ａｓ））Ｔ（｜ｚ｜，Ａｓ）， （１１）
其中Ｃ（θｊ，θｊ＋１，ε，δ（ａｉ，Ａｓ））是依赖于θｊ，θｊ＋１，ε，和
δ（ａｉ，Ａｓ）的正常数，要么存在ａｒｇ　ｚ＝θ∈（θｊ，θｊ＋１），
使得
ｌｉｍ　ｓｕｐ
ｒ→∞
ｌｏｇ（ｌｏｇ｜Ａｓ（ｒｅｉθ）｜）
ｌｏｇ　ｒ
＝ρ（Ａｓ）． （１２）
为了简便起见，下面用Ｃ 代替常数Ｃ（θｊ，θｊ＋１，ε，
δ（ａｉ，Ａｓ））．若在Ｓｊ中存在ａｉ 使得式（１１）成立，则在
Ｓｊ－１和Ｓｊ＋１中存在ａｒｇ　ｚ＝θ使得式（１２）成立；如果存
在θ∈ （θｊ，θｊ＋１）使得式（１２）成立，则在Ｓｊ－１和Ｓｊ＋１
中有ａｉ（ａｉ′）分别使得式（１１）成立．不失一般性，假设
在Ｓ１中有一条射线ａｒｇ　ｚ＝θ式使得（１２）成立，则在
Ｓ３，Ｓ５，…，Ｓ２ｐ－１的每个角域中都存在射线使得式（１２）
成立．应用引理９，这样的角域开度为 π
ρ（Ａｓ）
．于是存
在一个点列ｚｎ＝ｒｎｅｉθ与有穷的亏值ａｊ０，其中ｒｎ∈Ｅ３
∩（Ｒ２，＋∞）－ Ｅ４ ∪ ［０，１］（ ），θ∈（θｊ，θｊ＋１），ｊ＝２，
４，…，２ｐ，ｌｉｍ
ｎ→∞
ｒｎ＝∞，使得下列式子成立，
ｌｏｇ
１
｜Ａｓ（ｒｎｅｉθ）－ａｊ０
｜＞ＣＴ（ｒｎ，Ａｓ）， （１３）
｜Ａ０（ｒｎｅｉθ）｜＞ｅｘｐ｛ｒρ（Ａ０）－εｎ ｝， （１４）
｜Ａｊ（ｒｎｅｉθ）｜＜ｅｘｐ｛ｒρ（ｂ＋ε）ｎ ｝，ｊ≠０，ｓ， （１５）
｜
ｆ（ｌ）（ｒｎｅｉθ）
ｆ（ｒｎｅｉθ）
｜≤Ｂ·Ｔ（２ｒｎ，ｆ）２ｋ，
　ｌ＝１，２，…，ｋ－１． （１６）
结合式（１３）～（１６）和（１）有
ｅｘｐ｛ｒρ（Ａ０）－εｎ ｝＜｜Ａ０（ｒｎｅｉθ）｜≤
ｆ（ｋ）（ｒｎｅｉθ）
ｆ（ｒｎｅｉθ）
＋
　…＋
ｆ（ｓ）（ｒｎｅｉθ）
ｆ（ｒｎｅｉθ）
（｜Ａｓ（ｒｎｅｉθ）－ａｊ０｜＋
　｜ａｊ０｜）＋…＋｜
ｆ′（ｒｎｅｉθ）
ｆ（ｒｎｅｉθ）
｜｜Ａ１（ｒｎｅｉθ）｜≤
　ＢＴ（２ｒ，ｆ）２ｋ（１＋｜ａｊ０｜＋
　ｅｘｐ｛－ＣＴ（ｒｎ，Ａｓ）｝＋（ｋ－２）ｅｘｐ｛ｒｂ＋εｎ ｝）．
由ｂ＋ε＜ρ（Ａ０）－ε及对充分大的ｎ，有ρ２（ｆ）≥
ρ（Ａ０）．
定理１２的证明　设ｆ是方程 （１）的任一非平凡
解，ａ 是Ａｓ（ｚ）的一个有穷Ｂｏｒｅｌ例外值，由引理６有
Ａｓ（ｚ）＝ｈ（ｚ）ｅ　Ｑ（ｚ）＋ａ，
其中，ｈ（ｚ）是满足ρ（ｈ）＜ρ（Ａｓ）的整函数，Ｑ（ｚ）是
满足ｄｅｇ（Ｑ）＝ρ（Ａｓ）的多项式．令 Ｑ（ｚ）＝ｂｍｚ
ｍ ＋
ｂｍ－１ｚｍ－１＋…＋ｂ０，其中ｂｍ＝αｍｅｉθｍ，αｍ ＞０，θｍ ∈［０，
２π），对任意的ε∈ ０，ｍｉｎ（π８ｍ，ρ
（Ａ０）
２（ ）），令
Ｓｊ＝｛ｚ：
－θｍ
ｍ ＋
（２ｊ－１）
π
２ｍ＋ε
｝＜ａｒｇ　ｚ＜
　
－θｍ
ｍ ＋
（２ｊ＋１）
π
２ｍ－ε
｝，
　ｊ＝０，１，…，２ｍ－１，
应用引理７及ρ（ｈ）＜ｍ＝ρ（Ａｓ），对任意的ｚ＝ｒｅ
ｉθ∈
Ｓｊ，ｊ＝０，２，…，２ｍ－２，当ｒ充分大时，有
｜Ａｓ（ｒｅｉθ）－ａ｜＞ｅｘｐ｛Ｃｒ　ｍ｝． （１７）
对任意的ｚ＝ｒｅｉθ∈Ｓｊ，ｊ＝１，３，…，２ｍ－１，当ｒ
充分大时，有
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｜Ａｓ（ｒｅｉθ）－ａ｜＜ｅｘｐ｛－Ｃｒ　ｍ｝． （１８）
其中Ｃ 是正常数．我们考虑 ｍ 个角域Ｓｉ中的一个，
ｉ＝１，３，…，２ｍ－１，不失一般性设为Ｓ１，于是对任意
的ｚ＝ｒｅｉθ∈Ｓ１，当ｒ充分大时式（１８）成立．利用定理
的条件及类似定理１１的推导，存在点列ｚｎ＝ｒｎｅｉθ∈
Ｓ１，其中ｌｉｍｎ→∞ｒｎ＝∞，满足式（１４）～（１６）及（１８）．再
次利用类似于定理１１的证明方法得ρ２（ｆ）≥ρ（Ａ０）．
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